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PHÂN TPHÂN TÍÍCH GICH GIẢẢII
THUTHUẬẬTT
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MMụục tiêuc tiêu
 Sau khi hoSau khi hoààn tn tấất bt bàài hi họọc nc nàày by bạạnn

ccầần:n:
 HiHiểểu đưu đượợc sc sựự ccầần thin thiếết pht phảải phân ti phân tííchch

đđáánh ginh giáá gigiảải thui thuậật.t.
 BiBiếết ct cáác tiêu chuc tiêu chuẩẩn đn đểể đ đáánh ginh giáá mmộột git giảảii

thuthuậật.t.
 HiHiểểu khu kháái nii niệệm đm độộ phphứức tc tạạp cp củủa gia giảảii

thuthuậật.t.
 VVậận dn dụụng đưng đượợc cc cáác quy tc quy tắắc đc đểể ttíính đnh độộ

phphứức tc tạạp cp củủa chương tra chương trìình không gnh không gọọii
chương trchương trìình con,nh con, đ độộ phphứức tc tạạp cp củủa ma mộộtt
chương trchương trìình cnh cóó ggọọi ci cáác chương trc chương trììnhnh
con không đcon không đệệ quy.quy.

 VVậận dn dụụng đưng đượợc phương phc phương phááp thp thàành lnh lậậpp
phương trphương trìình đnh đệệ quy.quy.
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MMụục tiêu (tt)c tiêu (tt)

 VVậận dn dụụng đưng đượợc phương phc phương phááp truyp truy
hhồồi đi đểể gigiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quy.quy.

 BiBiếết phương pht phương phááp đop đoáán nghin nghiệệmm
đđểể gigiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quy.quy.

 VVậận dn dụụng đưng đượợc vic việệc gic giảải phươngi phương
trtrìình đnh đệệ quy thuquy thuộộc dc dạạng phươngng phương
trtrìình tnh tổổng qung quáát.t.

 TTổổng hng hợợp đưp đượợc vc vấấn đn đềề đ đáánh ginh giáá
gigiảải thui thuậật.t.
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SSựự ccầần thin thiếết pht phảảii
phân tphân tíích,ch, đ đáánh ginh giáá gigiảải thui thuậậtt

 CCầần phn phảải phân ti phân tíích,ch, đ đáánh ginh giáá
gigiảải thui thuậật đt đểể::
 LLựựa cha chọọn mn mộột git giảải thui thuậật tt tốốt nht nhấấtt

trong ctrong cáác gic giảải thui thuậật đt đểể ccàài đi đặặtt
chương trchương trìình ginh giảải quyi quyếết bt bàài toi toáánn
đđặặt ra.t ra.

 CCảải tii tiếến gin giảải thui thuậật hit hiệện cn cóó đ đểể đư đượợcc
mmộột git giảải thui thuậật tt tốốt hơnt hơn..
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Tiêu chuTiêu chuẩẩn đn đáánh ginh giáá
mmộột git giảải thui thuậật lt làà ttốốtt
 MMộột git giảải thui thuậật đưt đượợc xem lc xem làà ttốốtt

nnếếu nu nóó đ đạạt ct cáác tiêu chuc tiêu chuẩẩn sau:n sau:
 ThThựực hic hiệện đn đúúng.ng.
 TTốốnn íít bt bộộ nhnhớớ..
 ThThựực hic hiệện nhanh.n nhanh.

 Trong khuôn khTrong khuôn khổổ môn hmôn họọc nc nàày,y,
chchúúng ta chng ta chỉỉ quan tâm đ quan tâm đếến tiêun tiêu
chuchuẩẩnn ththựực hic hiệện nhanhn nhanh..
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ThThờời gian thi gian thựực hic hiệệnn
ccủủa chương tra chương trììnhnh
 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện mn mộột chươngt chương

trtrìình lnh làà mmộột ht hààm cm củủa ka kíích thưch thướớc dc dữữ
liliệệu vu vàào, ký hio, ký hiệệu T(u T(n)n) trong đtrong đóó n ln làà
kkíích thưch thướớcc ((đđộộ llớớn) cn) củủa da dữữ liliệệu vu vàào.o.

 VVíí ddụụ :: Chương trChương trìình tnh tíính tnh tổổng cng củủa na n
ssốố ccóó ththờời gian thi gian thựực hic hiệện ln làà T T(n)(n) = c= cnn
trong đtrong đóó c lc làà mmộột ht hằằng sng sốố..

 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện chương trn chương trìình lnh làà
mmộột ht hààm không âm, tm không âm, tứức lc làà T(n)T(n)  00 
nn  0.0.
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Ðơn vÐơn vịị đo th đo thờời gian thi gian thựựcc
hihiệệnn
 Ðơn vÐơn vịị ccủủa T(n) không pha T(n) không phảải li làà đơn v đơn vịị

đo thđo thờời gian bi gian bìình thưnh thườờng như ging như giờờ,,
phphúút giây... mt giây... màà thư thườờng đưng đượợc xc xáácc
đđịịnh bnh bởởi si sốố ccáác lc lệệnh đưnh đượợc thc thựực hic hiệệnn
trong mtrong mộột mt mááy ty tíính lý tưnh lý tưởởng.ng.

 VVíí ddụụ: Khi ta n: Khi ta nóói thi thờời gian thi gian thựực hic hiệệnn
ccủủa ma mộột chương trt chương trìình lnh làà T(n) = CnT(n) = Cn
ththìì ccóó nghnghĩĩa la làà chương tr chương trììnhnh ấấy cy cầầnn
Cn chCn chỉỉ ththịị ththựực thi.c thi.
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ThThờời gian thi gian thựực hic hiệệnn
trong trưtrong trườờng hng hợợp xp xấấu nhu nhấấtt
 NNóói chung thi chung thìì ththờời gian thi gian thựực hic hiệệnn

chương trchương trìình không chnh không chỉỉ phphụụ thuthuộộcc
vvàào ko kíích thưch thướớc mc màà còn phcòn phụụ thuthuộộcc
vvàào to tíính chnh chấất ct củủa da dữữ liliệệu vu vàào.o.

 VVìì vvậậy thưy thườờng ta coi T(n) lng ta coi T(n) làà ththờời giani gian
ththựực hic hiệện chương trn chương trìình trong trưnh trong trườờngng
hhợợp xp xấấu nhu nhấất trên dt trên dữữ liliệệu vu vàào co cóó
kkíích thưch thướớc n, tc n, tứức lc làà: T(n) l: T(n) làà ththờờii
gian lgian lớớn nhn nhấất đt đểể ththựực hic hiệện chươngn chương
trtrìình đnh đốối vi vớới mi mọọi di dữữ liliệệu vu vàào co cóó ccùùngng
kkíích thưch thướớc n.c n.
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TTỷỷ susuấất tăngt tăng

 Ta nTa nóói ri rằằng hng hààm không âm T(n)m không âm T(n)
ccóó ttỷỷ susuấất tăngt tăng (growth rate) f(n)(growth rate) f(n)
nnếếu tu tồồn tn tạại ci cáác hc hằằng sng sốố C vC vàà N0N0
sao cho T(n)sao cho T(n) ≤≤ Cf(n) vCf(n) vớới mi mọọi ni n ≥≥
N0.N0.

 Ta cTa cóó ththểể chchứứng minh đưng minh đượợcc
rrằằngng ““Cho mCho mộột ht hààm không âmm không âm
T(n) bT(n) bấất kt kỳỳ, ta luôn t, ta luôn tììm đưm đượợc tc tỷỷ
susuấất tăng ft tăng f(n) c(n) củủa na nó”ó”..
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TTỷỷ susuấất tăngt tăng (tt)(tt)

 VVíí ddụụ 1:1: GiGiảả ssửử T(0) = 1, T(1) = 4 vT(0) = 1, T(1) = 4 vàà
ttổổng qung quáát T(n) = (n+1)t T(n) = (n+1)22. Ð. Ðặặt N0 = 1t N0 = 1
vvàà C = 4 thC = 4 thìì vvớới mi mọọi ni n ≥≥1 ch1 chúúng ta dng ta dễễ
ddààng chng chứứng minh đưng minh đượợc rc rằằng T(n) =ng T(n) =
(n+1)(n+1)22 ≤≤ 4n4n22 vvớới mi mọọi ni n ≥≥ 1, t1, tứức lc làà ttỷỷ
susuấất tăng ct tăng củủa  T(n) la  T(n) làà nn22..

 VVíí ddụụ 2:2: TTỷỷ susuấất tăng ct tăng củủa ha hààm T(n) =m T(n) =
3n3n33 + 2n+ 2n22 llàà nn33. Th. Thựực vc vậậy, cho N0 =y, cho N0 =
0 v0 vàà C = 5 ta dC = 5 ta dễễ ddààng chng chứứng minhng minh
rrằằng vng vớới mi mọọi ni n ≥≥ 0  th0  thìì 3n3n33 + 2n+ 2n22 ≤≤
5n5n33
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KhKháái nii niệệm đm độộ phphứức tc tạạpp
ccủủa gia giảải thui thuậậtt
 GiGiảả ssửử ta cta cóó hai gihai giảải thui thuậật P1 vt P1 vàà P2 vP2 vớớii

ththờời gian thi gian thựực hic hiệệnn tương tương ứứng lng làà T1(n) =T1(n) =
100n100n22 (v(vớới ti tỷỷ susuấất tăng lt tăng làà nn22) v) vàà T2(n) = 5nT2(n) = 5n33

(v(vớới ti tỷỷ susuấất tăng lt tăng làà nn33).).
 Khi n>20 thKhi n>20 thìì T1 < T2. ST1 < T2. Sởở ddĩĩ như v như vậậy ly làà dodo

ttỷỷ susuấất tăng ct tăng củủa T1 nha T1 nhỏỏ hơn t hơn tỷỷ susuấất tăngt tăng
ccủủa T2a T2..

 Như vNhư vậậy my mộột ct cáách hch hợợp lý lp lý làà ta xta xéét tt tỷỷ susuấấtt
tăng ctăng củủa ha hààm thm thờời gian thi gian thựực hic hiệện chươngn chương
trtrìình thay vnh thay vìì xxéét cht chíính bnh bảản thân thn thân thờời giani gian
ththựực hic hiệện.n.

 Cho mCho mộột ht hààm T(n), T(n) gm T(n), T(n) gọọi li làà ccóó đđộộ phphứứcc
ttạạpp f(n) nf(n) nếếu tu tồồn  tn  tạại  ci  cáác  hc  hằằng C, N0 saong C, N0 sao
cho T(n)cho T(n) ≤≤ Cf(n) vCf(n) vớới mi mọọi ni n ≥≥ N0 (tN0 (tứức lc làà T(n)T(n)
ccóó ttỷỷ susuấất tăng lt tăng làà f(n)) vf(n)) vàà kkíí hihiệệu  T(n) lu  T(n) làà
O(f(n))O(f(n)) ((đđọọc lc làà ““ô cô củủa f(n)a f(n)””).).



12

KhKháái nii niệệm đm độộ phphứức tc tạạpp
ccủủa gia giảải thui thuậật (tt)t (tt)
 ChChúú ý: O(C.f(n))=O(f(n)) vý: O(C.f(n))=O(f(n)) vớới C li C làà hhằằng sng sốố..

ÐÐặặc bic biệệt O(C)=O(1)t O(C)=O(1)
 CCáác hc hààm thm thểể hihiệện đn độộ phphứức tc tạạp cp cóó ccáác dc dạạngng

thưthườờng gng gặặp sau:p sau: loglog22n, n, nlogn, n, nlog22n, nn, n22, n, n33,,
22nn, n!,  n, n!,  nnn..

 Ba hBa hààm cum cuốối ci cùùng ta gng ta gọọi li làà ddạạng hng hààm mm mũũ,,
ccáác hc hààm khm kháác gc gọọi li làà hhààm đa thm đa thứức.c.

 MMộột git giảải thui thuậật mt màà ththờời gian thi gian thựực hic hiệện cn cóó đ độộ
phphứức tc tạạp lp làà mmộột ht hààm đa thm đa thứức thc thìì chchấấp nhp nhậậnn
đưđượợc, còn cc, còn cáác gic giảải thui thuậật ct cóó đ độộ phphứức tc tạạpp
hhààm mm mũũ ththìì phphảải ti tììm cm cáách cch cảải tii tiếến gin giảảii
thuthuậật.t.

 Trong cTrong cáách vich viếết,t, ta thưta thườờng dng dùùng logn thayng logn thay
ththếế cho logcho log22n cho gn cho gọọn.n.
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Phương phPhương phááp tp tíínhnh
đđộộ phphứức tc tạạpp
 ChChúúng ta sng ta sẽẽ nnóói đi đếến phương phn phương phááp tp tíính đnh độộ phphứức tc tạạpp

(th(thờời gian thi gian thựực hic hiệện) cn) củủa:a:
 Chương trChương trìình không gnh không gọọi chương tri chương trìình con.nh con.
 Chương trChương trìình cnh cóó ggọọi chương tri chương trìình con không đnh con không đệệ

quy.quy.
 Chương trChương trìình đnh đệệ quyquy

 TrưTrướớc hc hếết ta ct ta cóó hai quy thai quy tắắc quan trc quan trọọng lng làà quy tquy tắắcc
ccộộng vng vàà quy tquy tắắc nhânc nhân

 Quy tQuy tắắc cc cộộngng: N: Nếếu T1(n) vu T1(n) vàà T2(n) lT2(n) làà ththờời gian thi gian thựựcc
hihiệện cn củủa hai đoa hai đoạạn chương trn chương trìình P1 vnh P1 vàà P2; vP2; vàà
T1(n)=O(f(n)), T2(n)=O(g(n)) thT1(n)=O(f(n)), T2(n)=O(g(n)) thìì ththờời gian thi gian thựực hic hiệệnn
ccủủa đoa đoạạn hai chương trn hai chương trìình đnh đóó nnốối tii tiếếp  nhaup  nhau llàà
T(n)=O(max(f(n),g(n))).T(n)=O(max(f(n),g(n))).

 Quy tQuy tắắc nhânc nhân:: NNếếu T1(n) vu T1(n) vàà T2(n) lT2(n) làà ththờời gian thi gian thựựcc
hihiệện cn củủa hai đoa hai đoạạn chương trn chương trìình P1vnh P1vàà P2 vP2 vàà T1(n) =T1(n) =
O(f(n)), T2(n) = O(g(n)) thO(f(n)), T2(n) = O(g(n)) thìì ththờời gian thi gian thựực hic hiệện cn củủaa
đođoạạn hai đon hai đoạạn chương trn chương trìình đnh đóó llồồng nhaung nhau llàà T(n) =T(n) =
O(f(n).g(n)).O(f(n).g(n)).



14

Qui tQui tắắc tc tổổng qung quáát đt đểể phân tphân tííchch
mmộột chương trt chương trìình không cnh không cóó
chương trchương trìình connh con
 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện cn củủa ma mỗỗi li lệệnh gnh gáán, READ,n, READ,

WRITE lWRITE làà O(1)O(1)
 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện cn củủa ma mộột chut chuỗỗi tui tuầần tn tựự ccáác lc lệệnhnh

đưđượợc xc xáác đc địịnh bnh bằằng qui tng qui tắắc cc cộộng. Nng. Như vhư vậậy thy thờời giani gian
nnàày ly làà ththờời gian thi hi gian thi hàành mnh mộột lt lệệnh nnh nàào đo đóó lâu nhlâu nhấấtt
trong chutrong chuỗỗi ci cáác lc lệệnh.nh.

 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện cn cấấu tru trúúc IF lc IF làà ththờời gian li gian lớớn nhn nhấấtt
ththựực hic hiệện ln lệệnh sau THEN honh sau THEN hoặặc sau ELSE vc sau ELSE vàà ththờờii
gian kigian kiểểm tra đim tra điềều kiu kiệện.n. ThưThườờng thng thờời gian kii gian kiểểm tram tra
điđiềều kiu kiệện ln làà O(1).O(1).

 ThThờời gian thi gian thựực hic hiệện vòng ln vòng lặặp lp làà ttổổng (trên tng (trên tấất ct cảả ccáácc
llầần ln lặặp) thp) thờời gian thi gian thựực hic hiệện thân vòng ln thân vòng lặặp. Np. Nếếu thu thờờii
gian thgian thựực hic hiệện thân vòng ln thân vòng lặặp không đp không đổổi thi thìì ththờời giani gian
ththựực hic hiệện vòng ln vòng lặặp lp làà ttíích cch củủa sa sốố llầần ln lặặp vp vớới thi thờờii
gian thgian thựực hic hiệện thân vòng ln thân vòng lặặp.p.
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VVíí ddụụ 1:1:
ThThủủ ttụục sc sắắp xp xếếpp ““nnổổi bi bọọtt””
void BubbleSort(int a[n])void BubbleSort(int a[n])
{      int i,j,temp;{      int i,j,temp;
/*1*//*1*/ for(i= 0; i<=nfor(i= 0; i<=n--2; i++)2; i++)
/*2*//*2*/ for(j=nfor(j=n--1; j>=i+1;j1; j>=i+1;j----))
/*3*//*3*/ if (a[j].key < a[jif (a[j].key < a[j--1].key) {1].key) {
/*4*//*4*/ temp=a[jtemp=a[j--1];1];
/*5*/         a[j/*5*/         a[j--1] = a[j];1] = a[j];
/*6*/         a[j]    = temp;/*6*/         a[j]    = temp;

}}
}}
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TTíính thnh thờời gian thi gian thựực hic hiệện cn củủaa
ththủủ ttụục sc sắắp xp xếếpp ““nnổổi bi bọọtt””
 Đây lĐây làà chương tr chương trìình snh sửử ddụụng cng cáác vòng lc vòng lặặp xp xáác đc địịnh.nh.

ToToààn bn bộộ chương tr chương trìình chnh chỉỉ ggồồm mm mộột lt lệệnh lnh lặặp {1},p {1},
llồồng trong lng trong lệệnh {1} lnh {1} làà llệệnh lnh lặặp {2}, lp {2}, lồồng trong lng trong lệệnh {2}nh {2}
llàà llệệnh {3} vnh {3} vàà llồồng trong lng trong lệệnh {3} lnh {3} làà 3 l3 lệệnh nnh nốối tii tiếếpp
nhau {4}, {5} vnhau {4}, {5} vàà {6}.{6}.

 ChChúúng ta sng ta sẽẽ titiếến hn hàành tnh tíính đnh độộ phphứức tc tạạp theo thp theo thứứ ttựự
ttừừ trong ra trong ra..

 TrưTrướớc hc hếết, ct, cảả ba lba lệệnh gnh gáán {4}, {5} vn {4}, {5} vàà { {6}6} đ đềều tu tốốnn
O(1) thO(1) thờời gian, vii gian, việệc so sc so sáánh a[jnh a[j--1] > a[j] c1] > a[j] cũũng tng tốốnn
O(1) thO(1) thờời gian,i gian, do đ do đóó llệệnh {3} tnh {3} tốốn O(1) thn O(1) thờời gian.i gian.

 Vòng lVòng lặặp {2} thp {2} thựực hic hiệện (nn (n--i) li) lầần, mn, mỗỗi li lầần O(n O(1)1) do đdo đóó
vòng lvòng lặặp {2} tp {2} tốốn O((nn O((n--i).1) = O(ni).1) = O(n--i).i).

 Vòng lVòng lặặp {1} cp {1} cóó i chi chạạy ty từừ 1 1 đđếến nn n--1 nên th1 nên thờời giani gian
ththựực hic hiệện cn củủa vòng la vòng lặặp {1} vp {1} vàà ccũũng lng làà  đ  độộ phphứức tc tạạpp
ccủủa gia giảải thui thuậật lt làà

)O(n
2

1)n(n
i)(nT(n) 2

1n

1i








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TTììm kim kiếếm tum tuầần tn tựự

 HHààm tm tììm kim kiếếm Search nhm Search nhậận vn vàào mo mộộtt
mmảảng a cng a cóó n sn sốố nguyên vnguyên vàà mmộột st sốố
nguyên x, hnguyên x, hààm sm sẽẽ trtrảả vvềề gigiáá trtrịị logiclogic
TRUE nTRUE nếếu tu tồồn tn tạại mi mộột pht phầần tn tửử a a[i][i] ==
x,x, ngưngượợc lc lạại hi hààm trm trảả vvềề FALSE.FALSE.

 GiGiảải thui thuậật tt tììm kim kiếếm tum tuầần tn tựự llàà llầầnn
lưlượợt so st so sáánh x vnh x vớới ci cáác phc phầần tn tửử ccủủaa
mmảảng a, bng a, bắắt đt đầầu tu từừ a[1], na[1], nếếu tu tồồn tn tạạii
a[i] = x tha[i] = x thìì ddừừng vng vàà trtrảả vvềề TRUE TRUE,,
ngưngượợc lc lạại ni nếếu tu tấất ct cảả ccáác phc phầần tn tửử ccủủaa
a đa đềều khu kháác X thc X thìì trtrảả vvềề FALSE.FALSE.
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TTììm kim kiếếm tum tuầần tn tựự (tt)(tt)

FUNCTION Search(a:ARRAY[1..n] OFFUNCTION Search(a:ARRAY[1..n] OF
Integer; x:Integer): Boolean;Integer; x:Integer): Boolean;

VAR i:Integer; Found:Boolean;VAR i:Integer; Found:Boolean;
BEGINBEGIN
{1}{1} i:=1;i:=1;
{2}{2} Found:=FALSE;Found:=FALSE;
{3}{3} WHILE(i<=n) AND (not Found) DOWHILE(i<=n) AND (not Found) DO
{4}{4} IF A[i]=X THEN Found := TRUEIF A[i]=X THEN Found := TRUE

ELSE I := i+1;ELSE I := i+1;
{5}{5} Search := Found;Search := Found;
END;END;
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TTíính đnh độộ phphứức tc tạạpp
ccủủa ha hààm tm tììm kim kiếếm tum tuầần tn tựự
 Ta thTa thấấy cy cáác lc lệệnh {1}, {2}, {3} vnh {1}, {2}, {3} vàà {5} n{5} nốối tii tiếếp nhau,p nhau, do do

đđóó đ độộ phphứức tc tạạp cp củủa ha hààm Search chm Search chíính lnh làà đ độộ phphứứcc
ttạạp lp lớớn nhn nhấất trong 4 lt trong 4 lệệnh nnh nàày. Dy. Dễễ ddààng thng thấấy ry rằằng bang ba
llệệnh {1}, {2} vnh {1}, {2} vàà { {5}5} đ đềều cu cóó đ độộ phphứức tc tạạp O(p O(1)1) do đdo đóó
đđộộ phphứức tc tạạp cp củủa ha hààm Search chm Search chíính lnh làà đ độộ phphứức tc tạạpp
ccủủa la lệệnh {3}. Lnh {3}. Lồồng trong lng trong lệệnh {3} lnh {3} làà llệệnh {4}. Lnh {4}. Lệệnhnh
{4} c{4} cóó đ độộ phphứức tc tạạp O(1).p O(1).

 LLệệnh {3} lnh {3} làà mmộột vòng lt vòng lặặp không xp không xáác đc địịnh, nên tanh, nên ta
không bikhông biếết nt nóó ssẽẽ llặặp bao nhiêu lp bao nhiêu lầần,n, nhưng trongnhưng trong
trưtrườờng hng hợợp xp xấấu nhu nhấất (tt (tấất ct cảả ccáác phc phầần tn tửử ccủủa ma mảảngng
a đa đềều khu kháác x, ta phc x, ta phảải xi xéét ht hếết tt tấất ct cảả ccáác a[i], i cc a[i], i cóó ccáácc
gigiáá trtrịị ttừừ 1 1 đđếến n) thn n) thìì vòng lvòng lặặp {3} thp {3} thựực hic hiệện n ln n lầần,n, dodo
đđóó llệệnh {3} tnh {3} tốốn O(n). Vn O(n). Vậậy ta cy ta cóó T(n) = O(n).T(n) = O(n).



20

ÐÐộộ phphứức tc tạạp cp củủa chương tra chương trìình cnh cóó
ggọọi chương tri chương trìình con không đnh con không đệệ quiqui

 GiGiảả ssửử ta cta cóó mmộột ht hệệ ththốống cng cáácc
chương trchương trìình gnh gọọi nhau theo sơi nhau theo sơ
đđồồ sau:sau:

A B

C

B1

B2 B12

B11
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Phân tPhân tííchch
ccáác chương trc chương trìình đnh đệệ quiqui
 CCóó ththểể ththấấy hy hììnhnh ảảnh chương trnh chương trììnhnh

đđệệ quy A như sau quy A như sau::

 ĐĐểể phân tphân tíích cch cáác cc cáác chương trc chương trììnhnh
đđệệ quy ta cquy ta cầần:n:
 ThThàành lnh lậập phương trp phương trìình đnh đệệ quy.quy.
 GiGiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quy,quy, nghinghiệệm cm củủaa

phương trphương trìình đnh đệệ quy squy sẽẽ llàà ththờời gian thi gian thựựcc
hihiệện cn củủa chương tra chương trìình đnh đệệ quy.quy.

A
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Chương trChương trìình đnh đệệ quyquy

 Chương trChương trìình đnh đệệ quy đ quy đểể gigiảải bi bàài toi toáánn
kkíích thưch thướớc n, phc n, phảải ci cóó íít nht nhấất mt mộộtt
trưtrườờng hng hợợp dp dừừngng ứứng vng vớới mi mộột n ct n cụụ
ththểể vvàà llờời gi gọọi đi đệệ quy đ quy đểể gigiảải bi bàài toi toáánn
kkíích thưch thướớc k (k<n).c k (k<n).

 VVíí ddụụ : C: Chương trhương trìình đnh đệệ quy tquy tíính n!nh n!
int Giai_thua(int n) {int Giai_thua(int n) {

if (n==0) return 1;if (n==0) return 1;
else return (n* Giai_thua(nelse return (n* Giai_thua(n--1));1));

};};
 Trong vTrong víí ddụụ trên, n=0 ltrên, n=0 làà trư trườờng hng hợợpp

ddừừng vng vàà k=nk=n--1.1.
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ThThàành lnh lậậpp
phương trphương trìình đnh đệệ quyquy
 Phương trPhương trìình đnh đệệ quy lquy làà mmộột phương trt phương trìình binh biểểu diu diễễnn

mmốối liên hi liên hệệ gigiữữa T(n) va T(n) vàà T T(k),(k), trong đtrong đóó T(n) vT(n) vàà T(k)T(k)
llàà ththờời gian thi gian thựực hic hiệện chương trn chương trìình cnh cóó kkíích thưch thướớcc
ddữữ liliệệu nhu nhậập tươngp tương ứứng lng làà n vn vàà k, vk, vớới k < n.i k < n.

 ÐÐểể ththàành lnh lậập đưp đượợc phương trc phương trìình đnh đệệ quy, ta phquy, ta phảảii
căn ccăn cứứ vvàào chương tro chương trìình đnh đệệ quy.quy.

 ỨỨng vng vớới trưi trườờng hng hợợp đp đệệ quy dquy dừừng, ta phng, ta phảải xem xi xem xéétt
khi đkhi đóó chương tr chương trìình lnh lààm gm gìì vvàà ttốốn hn hếết bao nhiêu tht bao nhiêu thờờii
gian, chgian, chẳẳng hng hạạn thn thờời gian ni gian nàày ly làà c c(n).(n).

 Khi đKhi đệệ quy chưa d quy chưa dừừng thng thìì phphảải xi xéét xem ct xem cóó baobao
nhiêu lnhiêu lờời gi gọọi đi đệệ quy vquy vớới ki kíích thưch thướớc k ta sc k ta sẽẽ ccóó bbấấyy
nhiêu T(k).nhiêu T(k).

 NgoNgoàài ra ta còn phi ra ta còn phảải xem xi xem xéét đt đếến thn thờời gian đi gian đểể phânphân
chia bchia bàài toi toáán vn vàà ttổổng hng hợợp cp cáác lc lờời gii giảải, chi, chẳẳng hng hạạnn
ththờời gian ni gian nàày ly làà d(n).d(n).
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ThThàành lnh lậậpp
phương trphương trìình đnh đệệ quy (tt)quy (tt)
 DDạạng tng tổổng qung quáát ct củủa ma mộột phươngt phương

trtrìình đnh đệệ quy squy sẽẽ llàà::

 C(n) lC(n) làà ththờời gian thi gian thựực hic hiệện chươngn chương
trtrììnhnh ứứng vng vớới trưi trườờng hng hợợp đp đệệ quyquy
ddừừng.ng.

 F(T(k)) lF(T(k)) làà mmộột đa tht đa thứức cc củủa ca cáác T(k).c T(k).
 d(n) ld(n) làà ththờời gian đi gian đểể phân chia bphân chia bààii

totoáán vn vàà ttổổng hng hợợp cp cáác kc kếết qut quảả..








d(n)F(T(k))

C(n)
T(n)
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VVíí ddụụ vvềề phương tr phương trìình đnh đệệ quyquy
ccủủa chương tra chương trìình đnh đệệ quy tquy tíính n!nh n!

 GGọọi T(n) li T(n) làà ththờời gian ti gian tíính n!.nh n!.
 ThThìì T(nT(n--1) l1) làà ththờời gian ti gian tíính (nnh (n--1)!.1)!.
 Trong trưTrong trườờng hng hợợp n = 0 thp n = 0 thìì chương tr chương trìình chnh chỉỉ

ththựực hic hiệện mn mộột lt lệệnh return 1, nên tnh return 1, nên tốốn O(n O(1),1), dodo
đđóó ta cta cóó T(0) = CT(0) = C11..

 Trong trưTrong trườờng hng hợợp n>p n>0 c0 chương trhương trìình phnh phảải gi gọọii
đđệệ quy Giai_thua(nquy Giai_thua(n--1), vi1), việệc gc gọọi đi đệệ quy nquy nààyy
ttốốn T(nn T(n--1), sau khi c1), sau khi cóó kkếết qut quảả ccủủa via việệc gc gọọi đi đệệ
quy, cquy, chương trhương trìình phnh phảải nhân ki nhân kếết qut quảả đ đóó vvớới ni n
vvàà return treturn tíích sch sốố..

 ThThờời gian đi gian đểể ththựực hic hiệện phn phéép nhân vp nhân vàà returnreturn
llàà mmộột ht hằằng Cng C22. V. Vậậy ta cy ta cóó phương tr phương trìình:nh:








0nnêuC1)-T(n

0=nnêuC
T(n)

2

1
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GiGiảải thui thuậật MergeSortt MergeSort

List MergeSort (List L; int n){List MergeSort (List L; int n){
 List L List L1,L21,L2
 if if (n==1)(n==1)  RETURN RETURN(L);(L);
 else else {{

 Chia đôi L th Chia đôi L thàành L1 vnh L1 vàà L2, vL2, vớới đi độộ ddàài n/2;i n/2;

RETURN(Merge(MergeSort(L1,n/2),MergeSort(L2,n/2)));RETURN(Merge(MergeSort(L1,n/2),MergeSort(L2,n/2)));
};};

};};
 HHààm MergeSort nhm MergeSort nhậận mn mộột danh st danh sáách cch cóó đ độộ ddàài n vi n vàà trtrảả

vvềề mmộột danh st danh sáách đã đưch đã đượợc sc sắắp xp xếếp.p.
 ThThủủ ttụục Merge nhc Merge nhậận hai danh sn hai danh sáách đã đưch đã đượợc sc sắắp L1 vp L1 vàà

L2 mL2 mỗỗi danh si danh sáách cch cóó đ độộ ddàài , tri , trộộn chn chúúng lng lạại vi vớới nhau đi nhau đểể
đưđượợc mc mộột danh st danh sáách gch gồồm n phm n phầần tn tửử ccóó ththứứ ttựự..
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Mô hMô hìình minh honh minh hoạạ
MergesortMergesort
 SSắắp xp xếếp danh sp danh sáách L gch L gồồm 8m 8

phphầần tn tửử 7, 4, 8, 9, 3, 1, 6, 27, 4, 8, 9, 3, 1, 6, 2
7  4  8  9  3  1  6  2

7   4   8   9 3   1   6   2

7   4 8   9 3   1 6   2

7 4 8 9 3 1 6 2

4   7 8   9 1   3 2  6

4   7   8   9 1   2   3   6

1  2  3  4  6  7  8  9
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Phương trPhương trìình đnh đệệ quy cquy củủaa
gigiảải thui thuậật MergeSortt MergeSort
 GGọọi T(n) li T(n) làà ththờời gian thi gian thựực hic hiệện MergeSortn MergeSort

mmộột danh st danh sáách n phch n phầần tn tửử
 ThThìì T(n/2) lT(n/2) làà ththờời gian thi gian thựực hic hiệện MergeSortn MergeSort

mmộột danh st danh sáách n/2 phch n/2 phầần tn tửử..
 Khi L cKhi L cóó đ độộ ddàài 1 (n = 1) thi 1 (n = 1) thìì chương tr chương trììnhnh

chchỉỉ llààm mm mộột vit việệc duy nhc duy nhấất lt làà return(L), vireturn(L), việệcc
nnàày ty tốốn O(1) = C1 thn O(1) = C1 thờời gian.i gian.

 Trong trưTrong trườờng hng hợợp n >p n > 1 1, c, chương trhương trìình phnh phảảii
ththựực hic hiệện gn gọọi đi đệệ quy MergeSort hai lquy MergeSort hai lầần chon cho
L1 vL1 vàà L2 vL2 vớới đi độộ ddàài  n/i  n/2 d2 do đo đóó ththờời gian đi gian đểể
ggọọi hai li hai lầần đn đệệ quy nquy nàày ly làà 2T(n/2).2T(n/2).
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Phương trPhương trìình đnh đệệ quy cquy củủaa
gigiảải thui thuậật MergeSort (tt)t MergeSort (tt)
 NgoNgoàài ra còn phi ra còn phảải ti tốốn thn thờời gian choi gian cho

viviệệc chia danh sc chia danh sáách L thch L thàành hai nnh hai nửửaa
bbằằng nhau vng nhau vàà trtrộộn hai danh sn hai danh sáách kch kếếtt
ququảả ( (Merge).Merge).

 NgưNgườời ta xi ta xáác đinh đưc đinh đượợc thc thờời gian đi gian đểể
chia danh schia danh sáách vch vàà Merge lMerge làà O(n) =O(n) =
C2n .C2n .

 VVậậy ta cy ta cóó phương tr phương trìình đnh đệệ quy như quy như
sau:sau:

 

















1nnêunC
2
n

2T

1nnêuC
nT

2

1
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GiGiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quyquy

 CCóó ba phương ph ba phương phááp gip giảảii
phương trphương trìình đnh đệệ quy:quy:
 Phương phPhương phááp truy hp truy hồồii..
 Phương phPhương phááp đop đoáán nghin nghiệệmm..
 LLờời gii giảải ti tổổng qung quáát ct củủa ma mộột lt lớớpp

ccáác phương trc phương trìình đnh đệệ quyquy..
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Phương phPhương phááp truy hp truy hồồii

 DDùùng đng đệệ quy đ quy đểể thay ththay thếế bbấất kt kỳỳ T(m)T(m)
vvớới m < n vi m < n vàào pho phíía pha phảải ci củủa phươnga phương
trtrìình cho đnh cho đếến khi tn khi tấất ct cảả T(m) vT(m) vớới m >i m >
11 đưđượợc thay thc thay thếế bbởởi bii biểểu thu thứức cc củủaa
ccáác T(1) hoc T(1) hoặặc T(0).c T(0).

 VVìì T(1) vT(1) vàà T(0) luôn lT(0) luôn làà hhằằng sng sốố nênnên
chchúúng ta cng ta cóó công thcông thứức cc củủa T(n) cha T(n) chứứaa
ccáác sc sốố hhạạng chng chỉỉ liên quan đ liên quan đếến n vn n vàà
ccáác hc hằằng sng sốố..

 TTừừ công thcông thứức đc đóó ta suy ra nghita suy ra nghiệệmm
ccủủa phương tra phương trìình.nh.
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VVíí ddụụ 1 v1 vềề gigiảải phương tri phương trìình đnh đệệ
quy bquy bằằng phương phng phương phááp truy hp truy hồồii

T(n) = T(nT(n) = T(n--1) + C21) + C2
T(n) = [T(nT(n) = [T(n--2) + C2] + C2 = T(n2) + C2] + C2 = T(n--2) + 2C22) + 2C2
T(n) = [T(nT(n) = [T(n--3) + C2] + 2C2 = T(n3) + C2] + 2C2 = T(n--3) + 3C23) + 3C2

…………
T(n) = T(nT(n) = T(n--i) + iC2i) + iC2

 QuQuáá trtrìình trên knh trên kếết tht thúúc khi nc khi n -- i i = 0= 0 hay i hay i = n= n..
 Khi đKhi đóó ta cta cóó T(n) = T(0) + nC2 = C1 + nC2 =T(n) = T(0) + nC2 = C1 + nC2 =

O(n)O(n)








0nnêuC1)-T(n

0=nnêuC
T(n)

2

1
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VVíí ddụụ 2 v2 vềề gigiảải phương tri phương trìình đnh đệệ
quy bquy bằằng phương phng phương phááp truy hp truy hồồii


















1nnêunC
2
n

2T

1nnêuC
T(n)

2

1

nC+
2
n

2T=T(n) 2







n2C
4
n

4TnC
2
n

C
4
n

2T2T(n) 222 






















nC3
8
n

8TnC2
4
n

C
8
n

2T4T(n) 222 























……………..

niC
2
n

T2T(n) 2i
i 








Quá trình suy rộng sẽ kết thúc khi n/2i = 1 hay 2i = n và do đó i =
logn. Khi đó ta có:

T(n) = nT(1) + lognC2n  = C1n + C2nlogn = O(nlogn).
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LLờời gii giảải ti tổổng qung quáát cho mt cho mộột lt lớớpp
ccáác phương trc phương trìình đnh đệệ quyquy
 Trong mTrong mụục nc nàày, chy, chúúng ta sng ta sẽẽ nghiênnghiên

ccứứu cu cáác phc phầần sau:n sau:
 BBàài toi toáán đn đệệ quy tquy tổổng qung quáát.t.
 ThThàành lnh lậập phương trp phương trìình đnh đệệ quy tquy tổổngng

ququáát.t.
 GiGiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quy tquy tổổng qung quáát.t.
 CCáác khc kháái nii niệệm vm vềề nghinghiệệm thum thuầần nhn nhấất,t,

nghinghiệệm riêng vm riêng vàà hhààm nhân.m nhân.
 NghiNghiệệm cm củủa phương tra phương trìình đnh đệệ quy tquy tổổngng

ququáát khi d(n) lt khi d(n) làà hhààm nhân.m nhân.
 NghiNghiệệm cm củủa phương tra phương trìình đnh đệệ quy tquy tổổngng

ququáát khi d(n) không pht khi d(n) không phảải li làà hhààm nhân.m nhân.
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BBàài toi toáán đn đệệ quy tquy tổổng qung quáátt

 ÐÐểể gigiảải mi mộột bt bàài toi toáán kn kíích thưch thướớc n, ta chia bc n, ta chia bàài toi toáánn
đã cho thđã cho thàành a bnh a bàài toi toáán con, mn con, mỗỗi bi bàài toi toáán con cn con cóó
kkíích thưch thướớc n/b. Gic n/b. Giảải ci cáác bc bàài toi toáán con nn con nàày vy vàà ttổổngng
hhợợp kp kếết qut quảả llạại đi đểể đư đượợc kc kếết qut quảả ccủủa ba bàài toi toáán đãn đã
cho.cho.

 VVớới ci cáác bc bàài toi toáán con chn con chúúng ta cng ta cũũng sng sẽẽ ááp dp dụụngng
phương phphương phááp đp đóó đ đểể titiếếp tp tụục chia nhc chia nhỏỏ ra nra nữữa choa cho
đđếến cn cáác bc bàài toi toáán con kn con kíích thưch thướớc 1. Kc 1. Kĩĩ thuthuậật nt nàày sy sẽẽ
ddẫẫn chn chúúng ta đng ta đếến mn mộột git giảải thui thuậật đt đệệ quy.quy.

 GiGiảả thithiếết rt rằằng mng mỗỗi bi bàài toi toáán con kn con kíích thưch thướớc 1 lc 1 lấấy my mộộtt
đơn vđơn vịị ththờời giani gian

 GiGiảả thithiếết tht thờời gian đi gian đểể chia bchia bàài toi toáán kn kíích thưch thướớc nc n
ththàành cnh cáác bc bàài toi toáán con kn con kíích thưch thướớc n/b vc n/b vàà ttổổng hng hợợpp
kkếết qut quảả ttừừ ccáác bc bàài toi toáán con đn con đểể đư đượợc lc lờời gii giảải ci củủa ba bààii
totoáán ban đn ban đầầu lu làà d(n).d(n).
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ThThàành lnh lậập phương trp phương trìình đnh đệệ
quy tquy tổổng qung quáátt

 NNếếu gu gọọi T(n) li T(n) làà ththờời gian đi gian đểể gigiảải bi bàài toi toáán kn kíích thưch thướớc nc n
 ThThìì T(n/b) lT(n/b) làà ththờời gian đi gian đểể gigiảải bi bàài toi toáán con kn con kíích thưch thướớcc

n/b.n/b.
 Khi n = 1 theo giKhi n = 1 theo giảả thithiếết trên tht trên thìì ththờời gian gii gian giảải bi bàài toi toáánn

kkíích thưch thướớc 1 lc 1 làà 1 1 đơn vđơn vịị, t, tứức lc làà T(1) = 1.T(1) = 1.
 Khi n lKhi n lớớn hơnn hơn 1, ta ph1, ta phảải gii giảải đi đệệ quy a bquy a bàài toi toáán con kn con kííchch

thưthướớc n/b, mc n/b, mỗỗi bi bàài toi toáán con tn con tốốn T(n/b) nên thn T(n/b) nên thờời gian choi gian cho
a la lờời gii giảải đi đệệ quy nquy nàày ly làà aT(n/b).aT(n/b).

 NgoNgoàài ra ta còn phi ra ta còn phảải ti tốốn thn thờời gian đi gian đểể phân chia bphân chia bàài toi toáánn
vvàà ttổổng hng hợợp cp cáác kc kếết qut quảả, th, thờời gian ni gian nàày theo giy theo giảả thithiếếtt
trên ltrên làà d(n).d(n). VVậậy ta cy ta cóó phương tr phương trìình đnh đệệ quy:quy:

 















 1nneund

b
n

aT

1nneu1
T(n)
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GiGiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quyquy
ttổổng qung quáátt

d(n)
b
n

aTT(n) 







d(n)
b

n
ad

b

n
Tad(n)

b

n
d

b

n
aTaT(n)

2
2

2





































d(n)
b

n
ad

b

n
d

b

n
aTaT(n)

23
2 






























........

‡”
1-i

0j
j

j
i

i

b
n

da
b
n

TaT(n)

















d(n)
b

n
ad

b

n
da

b

n
Ta

2
2

3
3 





















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GiGiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quyquy
ttổổng qung quáát (tt)t (tt)

GiGiảả ssửử n = bn = bkk, qu, quáá trtrìình suy rnh suy rộộng trên sng trên sẽẽ
kkếết tht thúúc khi i = k.c khi i = k. Khi đKhi đóó ta đư ta đượợc:c:

‡”
1-i

0j
j

j
i

i

b
n

da
b
n

TaT(n)

















1T(1)
b
b

T
b
n

T
b
n

T k

k

ki 























Thay vThay vàào trên ta co trên ta cóó::

 ‡”
1-k

0j

j-kjk bdaaT(n)



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NghiNghiệệm thum thuầần nhn nhấất vt vàà
nghinghiệệm riêngm riêng

 ‡”
1-k

0j

j-kjk bdaaT(n)




Nghiệm
thuần nhất
ak = nlog

b
a

Nghiệm
riêng

Nghiệm của phương trình là:
MAX(NTN,NR).
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HHààm nhânm nhân

 MMộột ht hààm f(m f(n)n) đư đượợc gc gọọi li làà hhààmm
nhânnhân (multiplicative function)(multiplicative function)
nnếếu f(m.n) = f(m).f(n) vu f(m.n) = f(m).f(n) vớới mi mọọi si sốố
nguyên dương m vnguyên dương m vàà n.n.

 VVíí ddụụ::
 HHààm f(n) = nm f(n) = nkk llàà mmộột ht hààm nhân, vm nhân, vìì

f(m.n) = (m.n)f(m.n) = (m.n)kk = m= mkk.n.nkk = f(m).f(n).= f(m).f(n).
 HHààm f(n) = logn không phm f(n) = logn không phảải li làà mmộộtt

hhààm nhân, vm nhân, vìì f(n.m) = log(n.m) =f(n.m) = log(n.m) =
logn+logmlogn+logm  logn.logm = f(n).f(m)logn.logm = f(n).f(m)
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TTíính nghinh nghiệệm riêng khi d(n)m riêng khi d(n)
llàà hhààm nhânm nhân
 Khi d(n) lKhi d(n) làà hhààm nhân, ta cm nhân, ta cóó::
 d(bd(bkk--jj) = d(b.b.b) = d(b.b.b……..b) =..b) =

d(b).d(b)d(b).d(b)……d(b) = [d(b)]d(b) = [d(b)]kk--jj

 
1-

d(b)
a

1-
d(b)

a

[d(b)]
d(b)

a
[d(b)][d(b)]abdaNR

k

k
1-k

0j

j

k
1-k

0j

j-kj
1-k

0j

j-kj ‡”‡”‡”





















1-
d(b)

a
[d(b)]-a

NRHay
kk


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Ba trưBa trườờng hng hợợpp

 TrưTrườờng hng hợợp 1p 1: a > d(b): a > d(b)
Trong công thTrong công thứức trên ta cc trên ta cóó aakk > [d(b)]> [d(b)]kk, theo, theo
quy tquy tắắc lc lấấy đy độộ phphứức tc tạạp ta cp ta cóó NR lNR làà O(aO(akk) =) =
O(nO(nloglog

bb
aa) = N) = NTN.TN.

Do đDo đóó T(n) lT(n) làà O(nO(nloglog
bb

aa))..
 TrưTrườờng hng hợợp 2p 2: a < d(b): a < d(b)

Trong công thTrong công thứức trên ta cc trên ta cóó [d(b)][d(b)]kk > a> akk, theo, theo
quy tquy tắắc lc lấấy đy độộ phphứức tc tạạp ta cp ta cóó NR lNR làà
O([d(b)]O([d(b)]kk) = O(n) = O(nloglog

bb
d(b)d(b)) >) > NTN NTN..

Do đDo đóó T(n) lT(n) làà O(nO(nloglog
bb

d(b)d(b)))..

1-
d(b)

a
[d(b)]-a

NR
kk


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Ba trưBa trườờng hng hợợp (tt)p (tt) 1-
d(b)

a
[d(b)]-a

NR
kk



Trường hợp 3: a = d(b)
Công thức trên không xác đinh nên ta
phải tính trực tiếp nghiệm riêng:

d(b))a(doka1a
d(b)

a
[d(b)]NR k

1-k

0j

k
1-k

0j

j

k ‡”‡” 











Do n = bk nên k = logbn và ak = nlog
b

a.
Vậy NR là nlog

b
alogbn > NTN.

Do đó T(n) là O(nlog
b

alogbn).
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VVíí ddụụ: GPT v: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà

 Phương trPhương trìình đã cho cnh đã cho cóó ddạạngng
phương trphương trìình tnh tổổng qung quáát.t.

 d(n)=n ld(n)=n làà hhààm nhân.m nhân.
 a = 4 va = 4 vàà b = 2.b = 2.
 d(b) = b = 2 < a.d(b) = b = 2 < a.
 T(n) = O(nT(n) = O(nloglog

bb
aa) = O(n) = O(nlog4log4) = O(n) = O(n22).).

n
2
n

4TT(n)1/ 






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VVíí ddụụ: GPT v: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà
2n

2
n

4TT(n)2/ 







 Phương trPhương trìình đã cho cnh đã cho cóó ddạạngng
phương trphương trìình tnh tổổng qung quáát.t.

 d(n)=nd(n)=n22 llàà hhààm nhân.m nhân.
 a = 4 va = 4 vàà b = 2.b = 2.
 d(b) = bd(b) = b22 = 4 = a.= 4 = a.
 T(n) = O(nT(n) = O(nloglog

bb
aaloglogbbn)n)

= O(n= O(nlog4log4logn) = O(nlogn) = O(n22logn).logn).
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VVíí ddụụ: GPT v: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà
3n

2
n

4TT(n)3/ 







 Phương trPhương trìình đã cho cnh đã cho cóó ddạạngng
phương trphương trìình tnh tổổng qung quáát.t.

 d(n)=nd(n)=n33 llàà hhààm nhân.m nhân.
 a = 4 va = 4 vàà b = 2.b = 2.
 d(b) = bd(b) = b33 = 8 > a.= 8 > a.
 T(n) = O(nT(n) = O(nloglog

bb
d(b)d(b)) = O(n) = O(nlog8log8) = O(n) = O(n33).).
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NghiNghiệệm cm củủa phương tra phương trìình đnh đệệ
quy tquy tổổng qung quáát khi d(n) khôngt khi d(n) không
phphảải li làà hhààm nhânm nhân
 Trong trưTrong trườờng hng hợợp hp hààm tim tiếến trin triểểnn

không phkhông phảải li làà mmộột ht hààm nhân thm nhân thìì
chchúúng ta không thng ta không thểể ááp dp dụụng cng cáácc
công thcông thứứcc ứứng vng vớới ba trưi ba trườờngng
hhợợp np nóói trên mi trên màà chchúúng ta phng ta phảảii
ttíính trnh trựực tic tiếếp NR,p NR, sau đ sau đóó llấấyy
MAX(NR,NTN).MAX(NR,NTN).
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VVíí ddụụ: GPT v: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà

 PT thuPT thuộộc dc dạạng phương trng phương trìình tnh tổổngng
ququáát nhưng dt nhưng d(n) = nlogn không ph(n) = nlogn không phảảii
llàà mmộột ht hààm nhân.m nhân.

 NTN = nNTN = nloglog
bb

aa = n= nlog2log2 = n= n
 Do d(n) = nlogn không phDo d(n) = nlogn không phảải li làà hhààmm

nhân nên ta phnhân nên ta phảải ti tíính nghinh nghiệệm riêngm riêng
bbằằng cng cáách xch xéét trt trựực tic tiếếpp

nlogn
2
n

2TT(n) 






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VVíí ddụụ (tt)(tt)

 TheoTheo gigiảải phương tri phương trìình đnh đệệ quy tquy tổổng qung quáátt ththìì nn
= b= bkk nên k = lognên k = logbbn,n, ởở đây do b đây do b = 2 nên= 2 nên
22kk = n v= n vàà k = logn,k = logn,

 NR= O(nlogNR= O(nlog22n) > NTNn) > NTN
 T(n) = O(nlogT(n) = O(nlog22n).n).

  j-kj-k
1-k

0j=

j
1-k

0j

j-kj log222bdaNR ‡” 


)kO(2
2

1)k(k
2)j-(k2NR 2kk

1-k

0j

k 


 




50

BT4BT4--1: GPT v1: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà
1

2

n
TT(n) 








 Phương trPhương trìình đã cho cnh đã cho cóó ddạạngng
phương trphương trìình tnh tổổng qung quáát.t.

 d(n)=1ld(n)=1làà hhààm nhân.m nhân.
 a = 1 va = 1 vàà b = 2.b = 2.
 d(b) = 1 = a.d(b) = 1 = a.
 T(n) = O(nT(n) = O(nloglog

bb
aaloglogbbn) = O(nn) = O(nlog1log1logn)logn)

= O(logn).= O(logn).
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BT4BT4--2: GPT v2: GPT vớới T(1) = 1 vi T(1) = 1 vàà
logn

2

n
2TT(n) 








 Phương trPhương trìình đã cho cnh đã cho cóó ddạạngng
phương trphương trìình tnh tổổng qung quáát.t.

 d(n)=lognd(n)=logn không phkhông phảảii llàà hhààm nhân.m nhân.
 NTN = O(nNTN = O(nloglog

bb
aa)=O(n)=O(nlog2log2)=O(n).)=O(n).

 TTíính trnh trựực tic tiếếp nghip nghiệệm riêng.m riêng.



52

logn
2

n
2TT(n) va1T(1) voiGTP:2-BT4 


















 
1

0

1

0

2log2)(
k

j

jkj
k

j

jkj bdaNR















1

0

1

0

1

0

22)(2
k

j

j
k

j

j
k

j

j jkjkNR

)
12

12
()2(

1

0 


 




kk

j

j kOkONR

NTNnnnOkONR k  )log()2(

)log()( nnOnT 


